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Seznam značek a použitých symbolů 
Označení Název Jednotka 
σ Napětí [MPa] 
𝜀 Poměrné prodloužení [-] 
εP Plastická deformace [-] 
σf Dopředné napětí [MPa] 
σr Zpětné napětí [MPa] 
σmax Maximální osové napětí [MPa] 
σ2 Napětí při odlehčení [MPa] 
σY Mez kluzu [MPa] 
σa Amplituda napětí [MPa] 
𝐾′ Součinitel cyklické pevnosti [MPa] 
𝑛′ Exponent cyklického zpevnění [-] 
εap Amplituda plastické deformace [-] 
εe Elastická deformace [-] 
𝐸 Dynamický modul pružnosti v tahu [MPa] 
𝝈 Tenzor napětí [MPa] 
𝑫  Tenzor elastických konstant [MPa] 
σ1norm Normálové napětí [MPa] 
𝑓(𝝈) Funkce plasticity [MPa] 
σ1, σ2, σ3 Hlavní napětí [MPa] 
Y Aktuální poloměr plochy plasticity [MPa] 
α Kinematický tenzor napětí [MPa] 
𝐶 Parametr zpevnění [MPa] 
𝑑𝜺𝒑 Přírůstek plastické deformace [-] 
𝛾 Materiálová konstanta [-] 
𝜇 Poissonovo číslo [-] 
𝛼𝑥 Kinematické napětí [MPa] 
𝜓 Indikátor směru zatěžování [-] 
R Izotropní proměnná [MPa] 
dp Přírůstek akumulované plastické deformace [-] 
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𝑏 Materiálová konstanta [-] 
𝑅∞ Materiálová konstanta [MPa] 
{𝛼𝑖} i-tá část kinematického tenzoru napětí [MPa] 
𝛼𝑠 Střední kinematické napětí [MPa] 
𝜎𝑠𝑚𝑙 Smluvní napětí [MPa] 
𝐹 Síla [N] 
𝑆 Plocha průřezu [m2] 
𝜎𝑠𝑘𝑢𝑡 Skutečné napětí [MPa] 
𝜀𝑙𝑜𝑔 Logaritmická deformace [-] 
𝜎ℎ Horní napětí v každém vrcholu cyklu [MPa] 
𝜎𝑑 Dolní napětí v každém vrcholu cyklu [MPa] 
N Počet cyklů  [-] 
𝜎𝑚𝑖𝑛 Minimální napětí [MPa] 
𝜀𝑙𝑖𝑛 Lineární elastická deformace [-] 
𝜀𝑝𝑙𝑙𝑖𝑛 Plastická deformace lineární [-] 
𝜀𝑝𝑙𝑙𝑜𝑔 Plastická deformace logaritmická [-] 
𝜀𝑝𝑜𝑠𝑢𝑛𝑝𝑙 Posunutá plastická deformace logaritmická [-] 
𝜎𝑝𝑜𝑠𝑢𝑛 Posunuté skutečné napětí  [MPa] 
Q Hodnota posuvu větví hyster.smyček [-] 
𝑅 Součinitel nesymetrie cyklu [-] 
τ Smykové napětí [MPa] 
γ Zkos [-] 
𝑊𝑘 Průřezový modul v krutu [m
3] 
𝐷 Vnější průměr vzorku [m] 
d Vnitřní průměr vzorku [m] 
𝜋 Ludolfovo číslo [-] 
𝑀𝑘 Kroutící moment [Nm] 
𝜎𝑒𝑞𝑣 Ekvivalentní napětí [MPa] 
𝜀𝑒𝑞𝑣 Ekvivalentní deformace [-] 
𝜎𝑚1, 𝜎𝑚2, 𝜎𝑚3 Střední napětí pro 3 sekvence [MPa] 
𝐶1, 𝐶2 Konstanty Chabocheova modelu [MPa] 
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Většina strojních součástí je namáhána časově proměnným zatěžováním, při kterém 
může dojít k únavě materiálu. Historicky první zmínka o „únavě“ materiálu se objevila 
v knize o mechanice od J.V. Ponceleta, vydaná v roce 1839. O pár let později, tj. v roce 
1850, popsal Augustín Wöhler tzv. Wöhlerovu křivku, která popisuje závislost amplitudy 
napětí na počtu cyklů. V historii se stalo několik havárií ať už letadel či lodí, které byly 
právě způsobeny únavou materiálu. Jedna z nejmladších havárií, která se v poslední 
době udála, je z roku 2005, kdy spadlo letadlo Chalk’s Ocean Airways Flight 101, které 
letělo z Floridy na Bahamy. Letadlo ztratilo pravé křídlo pár minut po vzletu, asi cca ve 
150 m. Bylo nakonec prokázáno, že důvodem havárie letadla byla rychle šířící se trhlina 
na pravém křídle (v důsledku únavy materiálu). Celé křídlo se od letadla utrhlo krátce po 












Obr.1 – Pravé křídlo letadla Flight 101 [1]. 
Tak to byla na úvod lehká motivace pro čtenáře a důkaz, že díky únavě materiálů 
mohou vzniknout katastrofy, ohrožující lidský život. Od té doby byly samozřejmě dále 
předpisy pro kontrolu stavu letadel zpřísňovány. A teď zpátky ke vzniku únavy materiálu 
a k zatěžování součásti.  
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K únavě materiálu může dojít i při namáhání pod mezí kluzu. Strojní součást může 
být namáhána na tah/tlak, ohyb, krut, ale také i jejich kombinací (tah/tlak + krut apod.). 
Kontaktní a jiné typy úloh mohou vést také na prostorovou napjatost. Pokud se mění 
pouze velikost hlavních napětí od jednotlivých zatížení a nemění se jejich směry, 
označujeme toto namáhání jako proporcionální. Pro proporcionální namáhání také platí, 
že poměr velikosti složek tenzoru napjatosti od jednotlivých zatížení je v každém 
okamžiku stejný. Pokud je poměr velikosti složek tenzoru napjatosti v čase proměnný, 
jedná se o neproporcionální namáhání v daném bodě tělesa. Pro součást a její životnost 
je mnohem nepříznivější stav, pokud je zatěžována proporcionálně (myšleno pro 
ekvivalentní amplitudu zatížení). 
V dnešní době se k odhadu životnosti součásti používá často software založený 
na metodě konečných prvků, avšak pro výpočet je nutné znát některé materiálové 
parametry, které se určují z experimentů. Lze tedy říci, že experiment je nedílnou 
součástí pro výpočet pomocí metody konečných prvků. 
 Snaha je, aby experiment, který se provede z důvodu stanovení materiálových 
parametrů, byl co nejvíce podobný reálnému zatěžování součásti, tj. pokud je v praxi 
očekáváno pouze jednoosé namáhání, je proveden experiment pouze pro tak/tlak. 
Z experimentu lze určit napěťově-deformační chování materiálu. Důležité pojmy, 











2 Experimentální poznatky 
Kovový materiál při cyklickém zatěžování může vykazovat následující napěťově-
deformační chování: 
1. Dokonale pružné 
- Nedojde k překročení meze úměrnosti. Předpokládá se, že se 
materiál ve všech cyklech chová ideálně pružně a nedojde k poruše 
materiálu v důsledku únavy materiálu. 
2. Elastické přizpůsobení 
- Během prvních cyklů zatěžování nastává plastická deformace, 
v dalších cyklech je už elastické přizpůsobení. Materiál bývá často 
porušen mechanismem vysokocyklové únavy. 
3. Cyklická plasticita 
- Pro tento případ je typická uzavřená hysterezní smyčka (Obr.2). 
Hysterezní smyčka ukazuje závislost mezi napětím a poměrnou 









Obr.2 – Uzavřená hysterezní smyčka [2] 
4. Cyklické tečení (ratcheting) 
- K ratchetingu dochází pokud se plastická deformace akumuluje 
s každým cyklem. Uni-axiální ratcheting je charakterizován 













Obr.3 – Otevřená hysterezní smyčka [3]. 
 
Cyklické zatěžování může být řízeno dvěma způsoby. První způsob zatěžování je 
s konstantní amplitudou napětí, mění se amplituda deformace. Tomuto způsobu řízení 
zkoušky se říká „Měkké zatěžování“. Druhým způsobem je řízení s konstantní 
amplitudou celkové deformace a mění se amplituda napětí. Tomuto  způsobu řízení 
zkoušky se říká „Tvrdé zatěžování“. Materiál obecně klade odpor proti cyklickému 
zatěžování a ten odpor se může v průběhu zatěžování zvyšovat, nebo snižovat, nebo mít 
nemonotónní průběh [4]. Pokud amplituda deformace klesá, jedná se o cyklické 
zpevnění materiálu (Obr.4c). Pokud amplituda deformace roste, jedná se o cyklické  
změkčování (Obr.4d). U tvrdého zatěžování pokud napětí roste, potom se jedná o cykl. 






Obr.4 – Různé druhy zatěžování. [5] 
Z Obr.5 lze zjistit, že materiál může v jistém počtu cyklů cyklicky zpevňovat a poté ve 
zbytku své životnosti cyklicky změkčovat. Pro některé vzorky může dojít i k opětovnému 











2.1 Bauschingerův efekt 
U jednoosého namáhání je vzorek namáhán na tah-tlak. Pokud se dopředné napětí 
𝜎𝑓 rovná zpětnému napětí 𝜎𝑟, potom materiál vykazuje izotropní zpevnění. Mnoha 
experimenty, kdy vzorek byl zatížen tahem, následně odlehčen a zatížen tlakem, bylo 
prokázáno, že zpětné napětí je nižší než dopředné napětí. Tento efekt je nazýván jako 











Obr.6 – Bauschingerův efekt. [7] 
Bylo také zjištěno, že pokud z maximálního osového napětí 𝜎𝑚𝑎𝑥 se začne vzorek 
odlehčovat až do napětí 𝜎2, materiál vykazuje elastické chování, které je rovno 
dvojnásobku meze kluzu daného materiálu. Vysvětluje to Obr.7, na kterém je možné 















Obr.7 – Bauschingerův efekt potvrzený experimentálně u oceli 11523. [3] 
2.2 Cyklická deformační křivka 
Z experimentální zkoušky nízkocyklové únavy, kde je vzorek cyklicky zatížen 
jednoosým namáháním, se vyhodnotí saturované (ustálené) hysterezní smyčky. 
Hysterezní smyčka je ustálená, pokud materiál nezpevňuje a ani nezměkčuje. Mnohdy 
se vyhodnocují hysterezní smyčky v polovině životnosti vzorku. Z výsledků zkoušek pro 
různé rozkmity deformace je možné získat několik hysterezních smyček. Při proložení 
vrcholů těchto hysterezních smyček křivkou, lze získat cyklickou deformační křivku, 
kterou je možné vidět na Obr.8 vpravo. Body hysterezních smyček pro různé rozkmity 
deformace je zvykem prokládat mocninnou funkcí. 
 𝜎𝑎 = 𝐾
′ ∙ 𝜀𝑎𝑝
𝑛′  , (2.1) 








Obr.8 – Cyklická deformační křivka – materiál 11523. [5] 
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2.3 Masingovo chování 
Masingovo chování vykazují materiály právě tehdy, když ze zjištěných hysterezních 
smyček pro různé amplitudy deformace, které jsou v závislosti napětí – plastická 
logaritmická deformace, se můžou všechny hysterezní smyčky zarovnat k tahové větvi a 
všechny dolní okraje těchto smyček se překrývají. U kovových materiálu není Masingovo 
chování velmi časté. Na Obr.9 je teoretické znázornění Masingova chování. Toto chování 






















3 Inkrementální teorie plasticity 
Teorie je založena na poznatcích zjištěných u namáhání při jednoosém napěťovém 
stavu.  
 
3.1 Aditivní zákon 
Celkovou deformaci je možné rozdělit na složku elastickou a složku plastickou  
 𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝 . (3.1) 
Aby došlo k nevratným deformacím, musí být překročena mez kluzu materiálu. Pokud je 
materiál zatížen a dojde k překročení meze kluzu a následně je odlehčen, lze pozorovat, 
že se materiál chová lineárně, a lze složky deformace rozdělit právě na složku elastickou 










Obr. 10 – Elastická a plastická složka celkové deformace. [8] 
Pro elastickou složku deformace platí Hookeův zákon 
 𝜎 = 𝐸 ∙ 𝜀𝑒 , (3.2) 
kde E  je dynamicky modul pružnosti v tahu (Youngův modul). Princip superpozice složek 
napětí platí i pro víceosý napěťový stav. Pro elastickou složku napětí platí obecný 
Hookeův zákon 
 𝝈 = 𝑫 ∶  𝜺𝒆 , (3.3) 
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kde D je tenzor elastických konstant. V rovnici (3.3) je také symbol „:“, jež značí zúžení 
tenzoru, pro vysvětlenou je v rovnici (3.4) uvedeno Einsteinovo sumační pravidlo, na 
kterém je vysvětleno, jak zúžení tenzoru funguje  
 
𝑑𝑖𝑗 = (𝑩 ∶ 𝒄)𝑖𝑗 = 𝐵𝑖𝑗𝑘𝑙 ∙ 𝑐𝑘𝑙 . 
 
(3.4) 
3.2 Podmínka plasticity 
 Při jednoosém namáhání dochází k překročení meze kluzu, tudíž vznikají 
nevratné deformace. Pokud je uvažován ideálně elasto-plastický materiál, musí funkce 
plasticity splňovat podmínku plasticity 
 𝑓 = 𝜎1𝑛𝑜𝑟𝑚 − 𝜎𝑌 = 0 , (3.5) 
kde 𝜎𝑌 je mez kluzu v tahu. Velikost normálového napětí tedy nikdy nepřekročí hodnotu 








Obr. 11 – Podmínka plasticity pro ideálně elasto-plastický materiál (bez zpevnění). [3] 
Daleko složitější řešení nastává v případě obecné napjatosti. Podmínka plasticity se 
může při jednoosém napěťovém stavu přepsat do obecného tvaru 
 𝑓(𝝈) = 𝑓(̅𝝈) − 𝜎𝑌 = 0 , (3.6) 
kde 𝑓(𝝈) je funkce plasticity, která se mění se složkami tenzoru napětí 𝝈, je tedy závislá 
na tomto tenzoru. Pokud je brán v úvahu ideálně elasticko-plastický materiál, lze 
očekávat, že se funkce plasticity nebude měnit. Může se zde tedy použít Von Misesova 
podmínka, která platí pro houževnaté materiály. Tato podmínka vychází z intenzity 
napětí, a lze ji vyjádřit v závislosti na hlavních napětích 




V prostoru hlavních napětí lze zobrazit plochu plasticity. V případě Von Misesovy 
podmínky je plocha plasticity ve tvaru válce. Tato plocha je ale často zobrazovaná jako 
průmět válce do deviátorové roviny, v které platí, že 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. Důvodem 
je zanedbatelný vliv středního napětí. Průmětem válcové plochy je kružnice a je 











Obr.12 – Průmět válcové plochy do deviátorové roviny dle podmínky Von Mises. [9] 
 
3.3 Pravidlo normality 
Jak se bude měnit plocha plasticity při různém zatěžování udává pravidlo plasticity. 
U ideálně elasticko-plastického materiálu zůstává plocha plasticity neměnná. U 
materiálů se zpevněním plocha plasticity nemusí být neměnná, může se měnit jak její 
velikost, tak poloha plochy plasticity, či její tvar [3].  
Obecně se pravidla zpevnění mohou rozdělit na tři druhy: 
- Izotropní zpevnění 
- Kinematické zpevnění 
- Kombinované zpevnění 
-  
3.3.1 Izotropní zpevnění 
U izotropního zpevnění dochází ke zvětšení plochy plasticity ve všech směrech 
rovnoměrně, přičemž střed průmětu plochy plasticity zůstává stále na stejném místě, 
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v počátku souřadnicového systému. U modelů plasticity s izotropním zpevněním je 
nevýhoda v tom, že nejsou schopny zachytit Bauschingerův efekt, což je patrné z Obr.13. 
Na tomtéž obrázku lze pozorovat průběh deformační odezvy. Pokud dojde při 
jednosměrném namáhání k překročení meze kluzu 𝜎𝑌, plocha plasticity se rozšíří, 
následně dojde k odlehčení až do místa, které má velikost maximální hodnoty z kladné 






Obr.13 – Model izotropního zpevnění. [10] 
Lze tedy vidět, že řídící proměnnou izotropního modelu plasticity je poloměr průmětu 
plochy plasticity Y. Podmínku plasticity pro izotropní zpevnění lze psát ve tvaru 
 𝑓(𝝈, 𝑌) = 𝑓(̅𝝈) − 𝑌 = 0 . (3.8) 
Tento typ modelů se nejčastěji využívá při simulaci monotónního namáhání. Zpravidla 
se používá při modelování tváření. Nedoporučuje se je ale používat pro případ cyklického 
zatěžování, nepopisují správně chování tvárných materiálů (Bauschingerův efekt). 
 
3.3.2 Kinematické zpevnění 
Druhým případem zpevnění je kinematické zpevnění. To je charakteristické tím, že 
při zpevnění nedochází ke zvětšení plochy plasticity, ale dochází k posunu jejího počátku. 
Je zde tedy zaveden pojem kinematický tenzor napětí α. Ten udává posunutí středu 
aktuální plochy plasticity vzhledem k počátku. Tyto modely zpevnění jsou schopny dobře 
popsat Bauschingerův efekt (Obr.14). Pokud je vzorek zatěžován střídavým jednoosým 










Obr.14 – Model kinematického zpevnění. [10] 
Podmínka plasticity pro kinematické zpevnění je popsána rovnicí  
 𝑓(𝝈, 𝜶) = 𝑓(̅𝝈 − 𝜶) − 𝜎𝑌 = 0 . (3.9) 
Tento model zpevnění se využívá pro popsání skutečnosti, kdy u materiálů je mez kluzu 
v cyklické deformační křivce a mez kluzu ve statické deformační křivce podobná. Dále se 
využívá pro modelování chování při cyklickém proporcionálním namáhání. 
 
3.3.3 Kombinované zpevnění 
Tento model zpevnění je složen z předcházejících dvou zpevnění, izotropního a 
kinematického. Tohoto modelu se využívá u materiálů, které mají různou mez kluzu ve 
statické a cyklické deformační křivce. Podmínka plasticity pro kombinované zpevnění je 
popsána tvarem 
 𝑓(𝝈, 𝜶, 𝑌) = 𝑓(̅𝝈 − 𝜶) − 𝑌 = 0 . (3.10) 
Tento model věrohodněji odpovídá experimentálním měřením. Mění se jak velikost 
průměru původní plochy plasticity, tak dochází i k posunu středu původní plochy 






Obr.15 – Kombinovaný model zpevnění [10] 
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3.4 Zátěžná kritéria a podmínka konzistence 
Jestliže je uvažován model plasticity se zpevněním, plocha plasticity se může 
zvětšovat, popřípadě se může posunout střed této plochy. Může dojít i ke kombinaci 
těchto dvou možností. Aktuální plocha plasticity se tedy vyvíjí a je často nazývána 
plochou zatěžování. Funkce plasticity se potom bude nazývat funkce zatěžování 
 𝑓 = 𝑓(𝝈, 𝜶, 𝑌) . (3.11) 
Z rovnice (3.11) lze vyčíst to, co již bylo podrobněji rozebráno o kapitolu dříve, že funkce 
zatěžování je závislá na velikosti plochy zatěžování a velikosti posunu středu od původní 
















 zde reprezentuje směr normály k ploše zatěžování, viz Obr.16. V daném 
okamžiku je plocha plasticity neměnná, platí tedy podmínka konzistence 
 𝑑𝑓 = 0 . (3.13) 
Na Obr.16 lze také vidět všechny tři zátěžné stavy, které mohou nastat. Jsou to: 
1. Zatěžování 
- Platí pokud 𝑓 = 0, 𝑑𝑓 = 0,
𝜕𝑓
𝜕𝝈
: 𝑑𝝈 > 0. 
2. Neutrální zatěžování 
- To nastává za předpokladu, kdy 𝑓 = 0, 𝑑𝑓 = 0,
𝜕𝑓
𝜕𝝈
: 𝑑𝝈 = 0. 
3. Odlehčování 
- Platí za předpokladu 𝑓 = 0, 𝑑𝑓 < 0,
𝜕𝑓
𝜕𝝈









Obr.16 – Tři zatěžovací kritéria. [3] 
25 
 
Prvnímu stavu se říká aktivní zatížení, ostatním dvěma se říká pasivní zatížení. 
 
3.5 Pragerův model 
Lze se na něj dívat jako na nejjednodušší kinematický model zpevnění. Zavedl ho 
Prager v roce 1952 [11]. Ostatně jako teorie k většině napěťově-deformačních 
charakteristik za cyklického namáhání se liší pouze v rovnici pro změnu kinematického 




𝐶 ∙ 𝑑𝜺𝒑 , 
(3.14) 
kde C je parametr zpevnění. Pragerův model spolehlivě dokáže zachytit Bauschingerův 
efekt, vede ale pouze k lineárním napěťově-deformačním charakteristikám. Chování 
tvárných materiálů při cyklickém namáhání není ovšem lineární, proto se hledal způsob, 
jak zavést nelineární chování do modelů zpevnění. Pragerův model je v Ansysu označen 
jako BKIN. 
 
3.6 Nelineární kinematické modely zpevnění 
Kinematické modely se mohou rozdělit podle způsobu zavedení nelinearit na: 
1. Vícevrstvé modely 
- První vědeckou prací v oblasti vícevrstvých modelů vypracoval Besseling v r. 
1958 [12]. Uvažoval popsání chování materiálu tak, že jej rozdělil na 
subobjemy, které měly rozdílnou mez kluzu, ale stejně velkou celkovou 
deformaci. Všechny části jsou považovány za ideálně elasticko-plastické, a 
mají jednoduchou napěťově-deformační odezvu. Dohromady mohou 
charakterizovat chování materiálu komplexně. Tento model je v Ansysu 
označen jako MKIN. 
2. Modely řešené diferenciálními rovnicemi 
- Tyto jednoploché modely jsou nejvíce pokrokovou skupinou v oblasti 






3. Víceploché modely plasticity 
- Šlo zde o zavedení více parametrů zpevnění. Nejznámější model je Mrozův 
[13]. 
4. Modely se dvěma plochami plasticity 
- Hlavní myšlenkou bylo zavedení plochy zatěžování a limitní plochy [14]. 
Parametr zpevnění je závislý na vzdálenosti bodu, který leží na ploše 
zatěžování a bodu, který leží na limitní ploše. Oba tyto body mají stejný směr 
normály. Tyto dvě plochy se nesmí překřížit. Modely se dvěma plochami 
plasticity dobře popisují neproporcionální zatěžování a ratcheting.  
5. Endochronní teorie 
- „Tato teorie se vyznačuje hypotézou, že současný napěťový stav v materiálu 
je lineárním funkcionálem celé deformační historie, a není nutné u ní zavedení 
ploch plasticity.“ [3] 
 
3.7 Modely v MKP software 
V dnešní době všechen MKP software poskytují možnost řešení viscoplasticity u 
nelineárních modelů zpevnění. Na Obr.17 je ukázáno, jaké modely jsou implementovány 
v nejpoužívanějších MKP softwarech, řešící cyklickou plasticitu. 
 
Tab.1 – Nejpoužívanější MKP softwary a modely cyklické plasticity zakomponované 
v nich. [3] 
Kinematické zpevnění Ansys Abaqus MSC. Marc MSC. Nastran 
Bilineární x (Prager) x x (Ziegler) [15] x (Ziegler) 
Multilineární x (Besseling) - - - 
Armstrong-Frederic x x x x 







3.8 Armstrong-Fredericův model 
S velmi důležitým poznatkem přišli vědci Armstrong a Frederic v roce 1966 [16]. 
K původnímu modelu zpevnění Pragera byla přidána paměťová složka. Pro větší 




𝐶 ∙ {𝑑𝜀𝑃} − 𝛾{𝛼}𝑑𝑝 . 
(3.15) 































































































𝐶 ∙ 𝑑𝜀𝑃𝑥 − 𝛾 ∙
2
3
𝛼𝑥 ∙ 𝑑𝑝 . 
(3.17) 
Poté se odstraní zbytečné konstanty v podobě zlomků 
 𝑑𝛼𝑥 = 𝐶 ∙ 𝑑𝜀𝑃𝑥 − 𝛾𝛼𝑥 ∙ 𝑑𝑝 . (3.18) 
Pro jednoosou napjatost platí 
 
𝑑𝑝 = |𝑑𝜀𝑃𝑥| 
𝑑𝑝 = 𝜓 ∙ 𝑑𝜀𝑃𝑥 . 
(3.19) 
Dosazením (3.19) do vztahu (3.18) vznikne vztah 
 𝑑𝛼𝑥 = 𝐶 ∙ 𝑑𝜀𝑃𝑥 − 𝛾𝛼𝑥 ∙ 𝜓 ∙ 𝑑𝜀𝑃𝑥 . (3.20) 
Poté je nutné vztah (3.20) upravit separací proměnných pro následnou integraci 
 
𝑑𝛼𝑥
𝐶 − 𝛾𝛼𝑥 ∙ 𝜓
= 𝑑𝜀𝑃𝑥 . 
(3.21) 
Po integraci a úpravě rovnice je získán vztah pro kinematické napětí 𝛼𝑥 , tedy 






− 𝛼𝑥0) ∙ 𝑒
−𝜓∙𝛾(𝜀𝑃𝑥−𝜀𝑃0) . 
(3.22) 
Dosazením do podmínky plasticity (3.23) bude platit, že 
 𝜎𝑥 = 𝜓 ∙ 𝜎𝑌 + 𝛼𝑥 (3.23) 
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− 𝛼𝑥0) ∙ 𝑒
−𝜓∙𝛾(𝜀𝑃𝑥−𝜀𝑃0) . 
(3.24) 
S použitím zjednodušení, kdy pro tah platí že 𝜓 = 1 a nulovými počátečními 
podmínkami, tj. 𝛼𝑥0 = 𝜀𝑃0 = 0 se vztah (3.24) zjednoduší na rovnici 
 𝜎𝑥 = 𝜎𝑌 +
𝐶
𝛾
(1 − 𝑒−𝛾∙𝜀𝑃𝑥). 
(3.25) 






= 𝐶𝑒−𝛾∙𝜀𝑃𝑥 = 𝐶 . 
(3.26) 
Z rovnice (3.27) lze vyčíst, že parametr C určuje sklon tečny k deformační křivce na mezi 
kluzu 𝜎𝑌. Pro nekonečně velkou plastickou deformaci, tj. 𝜀𝑃 → ∞ lze zjistit maximální 











Funkce (3.25) je rostoucí. Parametr 𝛾 má vliv na rychlost, kterou se napětí blíží 
k limitnímu napětí. Hodnotu minimálního napětí lze získat obdobně jako pro maximální 
napětí a bude se rovnat 𝜎𝑚𝑖𝑛 = −𝜎𝑌 −
𝐶
𝛾
. Pokud je zobrazen A-F model v prostoru 
hlavních napětí, bude zde kromě plochy zatěžování také limitní plocha. Na Obr.17 lze 
také vidět průběh vzniku hysterezní smyčky při jednoosém zatížení. A-F model dokáže 
zachytit Bauschingerův efekt. Správně také znázorňuje tvar hysterezní smyčky při malém 
rozkmitu plastické deformace. Pro větší amplitudy deformace se tento model spíše 
nehodí. Identifikace materiálových parametrů není u A-F modelu těžká, to je velká 







Obr.17 – A-F model. [3] 
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3.8.1 Kalibrace Armstrong-Fredericova modelu 
V této kapitole bude uveden postup získání rovnice pro cyklickou deformační křivku 
použitím vztahu (3.22). Pro připomenutí vztah pro kinematické napětí 𝛼𝑥  (3.22) vypadá 
následovně 






− 𝛼𝑥0) ∙ 𝑒
−𝜓∙𝛾(𝜀𝑃𝑥−𝜀𝑃0) 
(3.27) 
z tohoto vztahu se vytkne mínus ze závorky, a dojde ke zjednodušení vztahu tím, že se 







) ∙ 𝑒−𝛾(𝜀𝑝−𝜀𝑎𝑝) , 
(3.28) 
dále se může napsat vztah i pro zápornou větev, tj. tlaková větev (𝜓 = −1) 






) ∙ 𝑒𝛾(𝜀𝑝−𝜀𝑎𝑝) . 
(3.29) 
Dosazením vztahu (3.28) do vztahu (3.29) a po matematických úpravách vznikne rovnice 
pro amplitudu napětí 𝜎𝑎 
 𝜎𝑎 = 𝜎𝑌 +
𝐶
𝛾
tanh(𝛾 ∙ 𝜀𝑎𝑝) . 
(3.30) 
Ve vztazích pro kalibraci A-F modelu 𝛼𝑚𝑖𝑛 je minimální hodnota kinematického napětí, 
𝛼𝑚𝑎𝑥 je maximální hodnota kinematického napětí. 𝜎𝑌 je cyklická mez kluzu. Další 
možností, jak provést kalibraci A-F modelu a stanovit parametry 𝜎𝑌, 𝐶, 𝛾 je z široké 
hysterezní smyčky. Může se tedy dle (3.27) pro tuto smyčku psát rovnice  
 𝛼𝑥 = 𝜓
𝐶
𝛾
+ (𝛼0 − 𝜓
𝐶
𝛾
) ∙ 𝑒−𝜓𝛾(𝜀𝑝−𝜀𝑝0) . 
(3.31) 














) ∙ 𝑒−𝛾(𝜀𝑝−(−𝜀𝑎𝑝)) . 
(3.32) 







[1 + (−1 − 1) ∙ 𝑒−𝛾(𝜀𝑝−(−𝜀𝑎𝑝))] . 
(3.33) 
Dosazením do podmínky plasticity se získá vztah  
 𝜎𝑥 = 𝜎𝑌 +
𝐶
𝛾
(1 − 2𝑒−𝛾(𝜀𝑝−(−𝜀𝑎𝑝))). 
(3.34) 












Obr.18 - Kalibrace A-F modelu. [17] 
 
3.8.2 A-F model s kombinovaným zpevněním 
Superponováním nelineárního izotropního pravidla s využitím kombinovaného 
modelu zpevnění je možné dosáhnout zachycení cyklického zpevňování/změkčování. 
Základní rovnice pro tuto superpozici je uvedena ve vztahu 
 𝑌(𝑝) = 𝜎𝑌 + 𝑅(𝑝), (3.35) 
kde R reprezentuje izotropní proměnnou. Změna této proměnné je popsána rovnicí  
 𝑑𝑅 = 𝑏(𝑅∞ − 𝑅)𝑑𝑝 , (3.36) 
kde dp je přírůstek akumulované plastické deformace, 𝑅∞ a b jsou materiálové 
konstanty. Konstanta b určuje, jak rychle se bude stabilizovat hysterezní smyčka, pokud 
je řízená zkouška s konstantním rozkmitem deformace. Velikost této konstanty se dá 
stanovit ze vztahu  
 𝑅 = 𝑅∞(1 − 𝑒
−𝑏𝜀𝑝) . (3.37) 
Vztah (3.37) vznikne po integraci vztahu (3.36).  
 
3.9 Chabocheův model 
Chaboche vylepšil Armstrong-Fredericův model tím, že sestavil kinematické napětí 
z M částí. Odstranil tak velkou nevýhodu A-F model. Tento model byl publikován v r. 













𝐶𝑖 ∙ {𝑑𝜀𝑃} − 𝛾𝑖{𝛼𝑖}𝑑𝑝 . 
(3.39) 
𝐶𝑖 a 𝛾𝑖 zde opět reprezentují materiálové parametry. Vzhledem k analogii, spojené s A-F 
modelem, jsou podobné v Chabocheově modelu i vztahy pro: 
1. Statickou deformační křivku 
 









∙ 𝑒−𝜓∙𝛾𝑖(𝜀𝑃𝑥−𝜀𝑃0)] . 
 
(3.40) 
2. Cyklickou deformační křivku 








Na Obr.19 lze vidět, jaký rozdíl je mezi cyklickou deformační křivkou a statickou 
deformační křivkou. Porovnání je provedeno pro Chabocheův model s třemi 












Obr.19 – Rozdíl mezi statickou a cyklickou deformační křivkou. [3] 
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3.9.1 Kalibrace Chabocheova modelu 







































Při uvažování pouze deviátorové části (3.42), kdy  
 𝛼𝑠 =



















































































































































































kde 𝜇 pro plastické deformace činí 0,5. Opět se získají tři stejné rovnice, napíše se hned 
první. Dojde zde k úpravám a vznikne tento tvar diferenciální rovnice 
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 𝑑𝛼𝑥𝑖 = 𝐶𝑖𝑑𝜀𝑃𝑥 − 𝜓𝛾𝑖𝛼𝑥𝑖𝑑𝑝 . (3.46) 
Využijí se zde podmínky, že dp = |𝑑𝜀𝑃𝑥|. Poté se může rovnice (3.46) přepsat na tvar 
 𝑑𝛼𝑥𝑖 = 𝐶𝑖𝑑𝜀𝑃𝑥 − 𝜓𝛾𝑖𝛼𝑥𝑖𝑑𝜀𝑃𝑥 . (3.47) 












Řešení této rovnice bude vypadat následovně 












S využitím podmínek, že 𝛼𝑥0𝑖 = −
𝐶𝑖
𝛾𝑖
, 𝜀𝑃0 = 𝜀𝑎𝑝 a pro kladnou tahovou větev, kdy 
 𝜓 = 1 se může výraz (3.49) zjednodušit a dále dosadit do podmínky plasticity (3.23) a 
získá se tento vztah 








Na Obr. 20 lze vidět grafické znázornění kinematických částí v Chabocheově modelu, 











Obr. 20 – Zobrazení kinematických částí Chabocheova modelu pro M=3. [9] 
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4 Vyhodnocení experimentálních měření 
Cílem experimentů bylo kromě životnosti vyhodnotit napěťově-deformační 
charakteristiky nerezové oceli 316L při proporcionálním namáhání. Zkouška byla řízena 
s konstantní amplitudou celkové deformace, jednalo se tedy o tvrdé zatěžování. Vzorky 
byly zkoušeny v Laboratoři mechanických vlastností moderních vlastností a 
defektoskopie Katedry aplikované mechaniky Fakulty strojní VŠB-TUO. Z těchto 
experimentů, kdy se vzorek upne na testovací stroj a zatěžuje se cyklicky střídavě v tahu-
tlaku, lze získat data, která jsou potřebná pro další vyhodnocování materiálových 
parametrů a napěťově-deformačních charakteristik zkoumaného materiálu. Mezi taková 
data patří většinou síla, kterou působí stroj na vzorek, počet cyklů do porušení vzorku 
apod. Před samotným experimentem se také změří průměr vzorku s plným průřezem, 
jehož výkres je uveden v příloze a nastaví extenzometr do správné pozice na zkušební 
části vzorku. K samotnému zpracování dat musí uživatel provést ve vhodném software, 
v mém případě v MS Excel. Nejprve byla přepočtena primárně získaná data přepočítána 
na veličiny, s kterými se dále bude pracovat.  
 
4.1 Tah/tlak 
První je nutné spočítat poměrnou deformaci vzorku, protože výsledek 
z experimentálního měření nám dá pouze hodnotu prodloužení zkušební části měřenou 
extenzometrem, tudíž se přepočte podle vzorce 
 𝜀 =
𝑝𝑜𝑠𝑢𝑣
𝑑é𝑙𝑘𝑎 𝑧𝑘𝑢š𝑒𝑏𝑛í 𝑚ěř𝑒𝑛é čá𝑠𝑡𝑖
 . (4.1) 
Další hodnotou, kterou pro vyhodnocení napěťově-deformační charakteristiky je nutné 







kde F je síla, kterou stroj působí na zadaný vzorek, ta je samozřejmě proměnná v čase, 
a S je plocha průřezu zkušební části vzorku. Zpravidla se přepočítává smluvní napětí na 
napětí skutečné, a to dle vztahu 
 𝜎𝑠𝑘𝑢𝑡 = 𝜎𝑠𝑚𝑙 ∙ (1 + 𝜀) . (4.3) 
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Hodnoty napětí skutečného a napětí smluvního jsou si velice podobné, díky malé 
deformaci vzorku u únavových testů. Dále se spočte logaritmická deformace, a to podle 
vztahu 
 𝜀𝑙𝑜𝑔 = ln(1 + 𝜀) . (4.4) 
Nyní už je vše připraveno pro to, aby mohla být vyhodnocena napěťově-deformační 
charakteristika z dat, získaných z experimentálního měření. Jelikož ale do přetržení 
vzorku je potřeba mnohdy i několik tisíc cyklů, vyvstává otázka „Z jakého cyklu právě 
vyhodnocovat danou charakteristiku?“ Materiál nerezová ocel 316L vykazuje zpočátku 
testu zpevňování, potom se na několik cyklů ustálí a až do poruchy vzorku vykazuje 
změkčování. Bylo by tedy vhodné, aby se tyto charakteristiky zjistily právě v okamžiku, 
kdy materiál ani nezpevňuje ale ani nezměkčuje. Na to je nutné si připravit další výpočty 
a graf. Z experimentálních dat lze také zjistit vrcholy napětí v daném cyklu, jak horní, tak 
spodní, těch se zde využije. Právě v těchto vrcholech lze zjistit hodnoty napětí, tzn. je 
vyhodnoceno a vypočítáno maximální a minimální napětí v každém cyklu. Dále z měření 
lze zjistit posuvy v horních a dolních vrcholech v každém cyklu, tzn. dle vztahu (4.1) se 
přepočte na maximální a minimální deformaci v těchto vrcholech. Potom už stačí jen 




 , (4.5) 
kde 𝜎ℎ je horní napětí v každém vrcholu cyklu a 𝜎𝑑 je dolní napětí v tomtéž vrcholu. A 
právě závislost amplitudy napětí 𝜎𝑎 na celkovém počtu cyklů N udává, kdy daný vzorek 
zpevňuje, kdy nezpevňuje a ani nezměkčuje, a kdy naopak změkčuje. To lze vidět na 
Grafu 1. Pro ukázku zde byl vybrán vzorek s konstantní řízenou amplitudou deformace ε 
= 0,01. Lze zde pozorovat, že v počátečních cyklech materiál zpevňuje, potom v okolí 10. 
cyklu ani nezpevňuje a ani nezměkčuje, odtud právě je dobré vyhodnocovat napěťově-













































Graf 1 – Závislost amplitudy napětí na počtu cyklů u vzorku s konstantní řízenou 
amplitudou deformace 0,01. 
Počet cyklů je zde uveden v logaritmickém měřítku pro větší přehlednost. Z grafu je 
patrné, při jakém počtu cyklů vyhodnocovat napěťově-deformační charakteristiky. Jak 
už název sám napovídá, figuruje zde napětí závislé na deformaci. Očekáváným grafem je 
hysterezní smyčka. Pro ukázku je zde opět použit vzorek s řízenou konstantní amplitudou 
deformace 0,01. Na Grafu 2 lze tedy vidět napěťově-deformační charakteristiku 








Graf 2 – Napěťově-deformační charakteristika vzorku s konstantní amplitudou 

























Z tohoto grafu ustálené hysterezní smyčky, lze vyčíst, že deformace opravdu nepřesáhne 
hodnotu, jíž je řízená, tzn. 0,01. Maximální hodnota napětí je přirozeně ve vrcholu kladné 
(tahové) větve a činí 𝜎𝑚𝑎𝑥 = 485 𝑀𝑃𝑎. Minimální hodnota napětí je ve vrcholu záporné 
(tlakové) větve a má hodnotu 𝜎𝑚𝑖𝑛 = −494 𝑀𝑃𝑎. Pro zjištění materiálového parametru 
E, neboli dynamického modulu pružnosti v tahu, se zde využije právě začátek tahové 
větve této hysterezní smyčky. Proloží se vybrané body přímkou (lineární regrese) a nechá 
se vypsat rovnice této přímky, z které lze zjistit dynamický modul pružnosti v tahu. 










Graf 3 – Určení dynamického modulu pružnosti z kladné tahové větve hysterezní 
smyčky. 
Přímka byla proložena dvaceti body z počátku kladné větve hysterezní smyčky, kde se 
stále dá uvažovat lineární charakter křivky. Hodnotu dynamického modulu pružnosti E 
zjistíme z proložené přímky, která má tvar 𝑦 = 169712𝑥 + 1218,2. Hodnota E je 
konstanta u neznámé x, tedy E = 169 712 MPa. Hodnota dynamického modulu pružnosti 
E u nerezové oceli 316L bude dále uvažována k následnému výpočtu v programu ANSYS 
APDL právě z hysteresní smyčky o amplitudě 1 %, protože tuto hodnotu uvažujeme jako 
limitní.  
Tyto vyhodnocení byly provedeny i pro ostatní vzorky. Byly tedy vyhodnoceny jejich 
hysterezní smyčky, vyhodnocena závislost amplitudového napětí na počtu cyklů do 
















































































poruchy a konečně i dynamický modul pružnosti. Hysterezní smyčky čtyř vzorků jsou 
uvedeny v jediném grafu (Graf 4). Testy byly řízeny s konstantní řízenou amplitudou 








Graf 4 – Vyhodnocení hysterezních smyček z experimentů pro tah-tlak, řízených 
s konstantní amplitudou deformace. 
Z tohoto grafu lze vyhodnotit cyklickou deformační křivku, ta vznikne proložením 
vrcholů všech hysterezních smyček a je jednou ze základních charakteristik v cyklické 









Graf 5 – Cyklická deformační křivka vyhodnocena z experimentů pro tah-tlak spojující 































Posunutá logaritmická plastická deformace [-]
Z důvodu vyšetřování odchylky od Masingova chování bylo nutné všechny hysterezní 
smyčky zarovnat k hornímu okraji tahové větve. Nejprve byla přepočítána poměrná 
deformace na podélnou plastickou deformaci. Nejprve byla tedy vypočtena lineární 




 . (4.6) 
Dále se spočítala logaritmická plastická deformace dle vzorců 
 𝜀𝑝𝑙𝑙𝑖𝑛 = 𝜀 − 𝜀𝑙𝑖𝑛 , 𝜀𝑝𝑙𝑙𝑜𝑔 = ln (1 + 𝜀𝑝𝑙𝑙𝑖𝑛) , 
(4.7) 
a poté byla odečtena plastická deformace v každém měřeném bodě od minimální 
hodnoty této plastické deformace v cyklu. To značí posun plastické deformace do 
kladných hodnot grafu 
 𝜀𝑝𝑜𝑠𝑢𝑛𝑝𝑙 = 𝜀𝑝𝑙 − 𝜀𝑝𝑙𝑚𝑖𝑛 . (4.8) 
Teď jen zbývalo přepočítat hodnoty napětí tak, aby byly všechny v grafu též v kladných 
hodnotách. To se provedlo dle vzorce 
 𝜎𝑝𝑜𝑠𝑢𝑛 = 𝜎 − 𝜎𝑚𝑖𝑛 . (4.9) 
Výsledná závislost posunutého skutečného napětí na posunuté plastické logaritmické 
deformaci je uvedena v Grafu 6. Hodnoty v grafu jsou uvedeny opět pro vzorek 













Stejným způsobem byly přepočteny i ostatní vzorky, a všechny tyto závislosti byly dány 









Graf 7 – Závislost posunutého skutečného napětí na posunuté logaritmické plastické 
deformaci všech naměřených vzorků. 
Kvůli zjištění, zda tento materiál vykazuje či nevykazuje Masingovo chování se tyto 
hysterezní smyčky zarovnají k horní tahové větvi. Hodnoty posunutí jednotlivých 
hysterezních smyček ke vzorku, jehož tlaková větev je nejvýše, jsou uvedeny 
v Tabulce 2. Tento posuv by značen písmenem Q. 
Tabulka 2 – Hodnota posuvu zarovnání zbývajících hysterezních smyček k horní tahové 
větvi největší hysterezní smyčky. 
 Naměřené vzorky Hodnota posunu Q 
Vzorek 0075 25 
Vzorek 005 -5 
Vzorek 004 -40 
 
Výsledné zarovnání hysterezních smyček k hornímu okraji tahové větve vzorku s největší 
hysterezní smyčkou lze vidět na Grafu 8. K Masingovu chování dochází, když se 
jednotlivé tahové větve hysterezních smyček překrývají, jinými slovy vytvoří jednu 
celistvou křivku. Uvedené lze vidět na Grafu 8, což je prokázáno již jinými, předchozími 
experimenty, že kovové materiály Masingovo chování nevykazují, vrcholy křivek se 











Graf 8 – Zarovnání hysterezních smyček k hornímu okraji tahové větve. 
Na Grafu 9 jsou ještě zobrazeny závislosti amplitudy napětí na počtu cyklů do porušení 
vzorku, tedy křivky cyklického zpevnění/změkčení. Jsou zde uvedeny čtyři křivky 
uvažovaných vzorků z experimentů odpovídajících Grafu 4. Z grafu lze vyčíst, že materiál 
na začátku zkoušky nejprve zpevňuje, poté dochází k chvilkové stabilizaci a následně 
změkčuje do porušení vzorku. Pro větší přehlednost je vodorovná osa, na které je 



































Další vyhodnocení experimentů je provedeno pro zkoušky na vzorcích s dutým 
průřezem, jejichž výkres jsou uveden v příloze, namáhaných krutem se symetrickým 
střídavým cyklem (R= -1). Součinitel nesymetrie cyklu se definuje podle vzorce  
 𝑅 =  
𝜎𝑑
𝜎ℎ
 . (4.10) 
Z dat vyhodnocených experimentální zkouškou, ke kterým patří např. síla, popř. 
moment, deformace apod. se vypočte napětí v krutu τ a zkos γ. Vypočte se tedy nejprve 






















kde 𝑀𝑘 kroutící moment, získaný z experimentální zkoušky. Dále bylo pro vyhodnocení 






protože „deformace“ je na extenzometru EPSILON3550 měřena ve stupních. 
Poté již nebrání nic tomu, aby se vyhodnotila napěťově-deformační charakteristika. Jako 
příklad je zde uveden právě vzorek, označen jako B1. Závislost smykového napětí na 






Graf 10 – Závislost smykového napětí na zkosu z experimentálního měření pro krut. 
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Totéž bylo provedeno i pro druhý vzorek, všechna data byla přepočtena do použitelných 
veličin, s kterými se dále pracuje obdobným způsobem. Dvě hysterezní smyčky v krutu 










Graf 11 – Vyhodnocení napěťově-deformační charakteristiky obou vzorků pro krut. 
Aby mohlo být provedeno porovnání výsledných výsledky hysterezních smyček 
s experimenty pro tah/tlak, je nutný přepočet smykového napětí a zkosu na ekvivalentní 
napětí a ekvivalentní deformaci. Napětí se přepočte dle vzorce 
 𝜎𝑒𝑞𝑣 = √3 ∙ 𝜏 , (4.15) 






Na Grafu 12 lze vidět přepočet napětí a zkosu na ekvivalentní napětí a ekvivalentní 




























































































Graf 12 – Napěťově-deformační charakteristika vzorků zatížených krutem, přepočtena 
do závislosti ekvivalentního napětí - ekvivalentní deformace. 
Dále byla vyhodnocena z vrcholů hysterezních smyček cyklická deformační křivka. Tyto 









Graf 13 – Cyklická deformační křivka pro vzorky zatížené krutem. 
V Grafu 14 je znázornění obou cyklických deformačních křivek, jak pro zkoušku vzorků 




















































deformační křivka tahová je oranžová, pro krut je barva modrá. Zjištěná shoda je v tomto 









Graf 14 – Cyklické deformační křivky vyhodnocených vzorků z experimentů. 
 
4.3 Kombinace tah-tlak/krut 
Dalším experimentem byl test na vzorku zatíženém kombinací jednoosého 
namáhání střídavě na tah-tlak a krutu. Nejprve byla přepočtena síla na osové napětí dle 
vzorce (4.2). Následně byla vypočtená osová deformace dle vzorce (4.1). Grafu 15 je 




































Dále bylo vypočteno smykové napětí dle vzorce (4.13) a ekvivalentní deformace dle 
vztahu (4.14). Smykové napětí bylo poté ještě přepočteno na ekvivalentní napětí dle 











Graf 16 – Závislost ekvivalentního napětí na ekvivalentní deformaci. 
 
4.4 Ratcheting 
Posledním experimentem byl test na vzorku podrobeném jednoosému namáhání 
střídavě na tah/tlak ovšem s konstantní řízenou amplitudou síly, nikoliv deformace. Test 
byl složen ze tří sekvencí se shodnou amplitudou síly, avšak rozdílnou střední hodnotou. 
Pro první sekvenci byla střední hodnota napětí 𝜎𝑚1 = 178 MPa, v druhé sekvenci byla 
střední hodnota napětí 𝜎𝑚2 = 204 MPa a pro třetí sekvenci byla střední hodnota napětí 
𝜎𝑚3 = 227 MPa. Amplituda napětí byla 𝜎𝑎 = 280 MPa. Nesymetrické zatěžování může 
vyvolat tzv. ratcheting, tedy akumulaci plastické deformace s narůstajícím počtem cyklů. 
Z experimentů je možno zjistit sílu, kterou byl vzorek reálně zatěžován, dále prodloužení 
zkušební části měřené extenzometrem apod. Právě tyto dvě veličiny se využijí pro další 
vyhodnocování experimentu. Nejprve je spočtena deformace z prodloužení, dle vzorce 
(4.1), dále je nutno přepočíst sílu na napětí dle vzorců (4.2) a (4.3).  
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Graf 17 – Závislost skutečného napětí na poměrné deformaci při zkoušce řízené 
s konstantní amplitudou síly – ratcheting. 
V Grafu 18 je zobrazena závislost poměrné deformace na počtu cyklů, vyhodnocené 


































































Plastická logaritmická deformace [-]
5 Určení konstant Chabocheova modelu 
Hledané parametry Chabocheova modelu pro dvě kinematické části (M=2) se určily 
pomocí nelineární metody nejmenších čtverců. Hledanými parametry jsou 
𝜎𝑌, 𝐶1, 𝐶2, 𝛾1 a 𝛾2. Tyto konstanty se určují z kladné tahové větve. Pro určení těchto 
parametrů byl zvolen vzorek s největší amplitudou deformace (deformačně řízený test). 
Nejprve bylo nutné si vykreslit do grafu závislost skutečného napětí na plastické 











Graf 18 – Tahová větev hysterezní smyčky vzorku s největší řízenou konstantní 
amplitudou deformace. 
Vypočtené hodnoty konstant, které se využijí později do programu ANSYS APDL k zadání 
Chabocheova modelu, jsou uvedené v Tabulce 3. 
Tabulka 3 – Hodnoty konstant pro Chabocheho model se dvěma kinematickými  
částmi (M=2). 
     σY 180 [MPa] 
C1 155 190 [MPa] 





6 Výpočet MKP 
Pro výpočet pomocí metody konečných prvků byl zvolen program ANSYS APDL. Do 
výpočtů v tomto programu lze zahrnout modely plasticity, které jsou právě nutné pro 
tyto výpočty. Pro všechny případy zatěžování, tj. jednoosé (tah/tlak), více-osé (krut) a 
jejich kombinaci, a dále potom pro zkoušku řízenou s konstantní amplitudou síly 
(ratcheting) byl použit Chabocheův materiálový model o dvou kinematických částech a 
bylo zde zahrnuto i nelineární izotropní zpevnění. 
 
6.1 Tah/tlak 
Nejprve byl nadefinován materiálový model, Chabocheův model v kombinaci s 
nelineárním izotropním zpevněním. Na Obr. 21 lze vidět nadefinování lineárně 
izotropního materiálu, kde EX značí dynamický modul pružnosti E a jeho hodnota činí E 









Obr. 21 – Definice lineárně izotropního materiálu. 
Dále byl nadefinován Chabocheův model o dvou kinematických částech, viz Obr. 22, kde 
hodnota C1 odpovídá hodnotě meze kluzu materiálu 𝜎𝑌 = 130 MPa. Hodnota C2 zde 
znamená C1 v Chabocheově modelu, C1 = 155 190 MPa, C3 odpovídá parametru 
𝛾1 = 619. C4 odpovídá parametru C2 = 8000 MPa, a konečně C5 odpovídá parametru 













Obr. 22 – Definice Chabocheova modelu v programu ANSYS APDL. 
Poslední věcí při nadefinování materiálových parametrů bylo zahrnutí nelineárního 
izotropního zpevnění, viz. Obr. 23, kde Sigy0 označuje počáteční mez kluzu v daném 
nelineárním izotropním modelu zpevnění, pro tento případ 𝜎𝑌0 = 130 MPa, R0 = 0 MPa, 









Obr. 23 – Definice nelineárního izotropního zpevnění. 
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Další důležitou věcí při modelování daného výpočtu bylo nadefinovat prvek, který se pro 
tento výpočet bude hodit. V případě zkoušky řízené s konstantní amplitudou deformace 
s jednoosým cyklickým zatěžováním se tato úloha modeluje s prvkem LINK 180. Tento 







Obr. 24 – Prutový prvek LINK 180. [9] 
Dále byly vymodelovány dva uzly, které byly spojeny elementem právě tohoto typu  
LINK 180. Nadefinovány byly také okrajové podmínky. Pro tento případ jednoosého 
cyklického zatěžování. Bylo zamezeno všem posuvům v levém uzlu. Dále bylo zamezeno 
posuvům v ose Y a v ose Z pravého uzlu, což symbolizuje jediný možný pohyb uzlu v ose 










Obr. 25 – Nadefinované okrajové podmínky. 
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Poté byla aplikována okrajová podmínka odpovídající řízení experimentu s konstantní 
amplitudou deformace 𝜀𝑎 (tabulkou zadán posuv závislý na čase – po částech lineární 
průběh). Úloha byla připravena ve formě makra, které umožňuje parametrické řešení 
úlohy a automatický zápis výsledků v podobě hysterezní smyčky v posledním cyklu do 
TXT souboru. Makro je součástí přílohy na CD-ROM. Výsledné závislosti napětí na 









Graf 19 – Vyhodnocení simulace hysterezních smyček pro tah-tlak pomocí MKP. 
6.2 Krut 
 Pro tento případ byl nadefinován materiálový model totožný, jako z cyklického 
zatěžování v jednoosém případě. Použitým typem elementu byl PIPE 288. Tento element 
reprezentuje prvek trubky, viz Obr. 26, což je speciální verze nosníkového prvku vhodná 










































Obr. 27 – Ukázka modelu trubky, PIPE 288. 
Poté byly nadefinovány okrajové podmínky. Ty pro tento případ jsou následující. Pro levý 
uzel jsou zamezeny všechny posuvy a rotace. Pro pravý uzel je zamezen posuv ve směru 
osy X, podobně jako u experimentu. Poté je nadefinováno řízení s konstantní amplitudou 
rotace v ose X. Poté byl spuštěn výpočet a vyhodnoceno smykové napětí a zkos. V Grafu 








































Graf 20 – Vyhodnocené simulace hysterezních smyček pro krut z programu ANSYS 
APDL. 
 
6.3 Kombinace tahu/tlaku a krutu 
Pro tento případ byl použit stejný prvek a materiál jako pro modelování krutu. Jediný 
rozdíl je v okrajových podmínkách. V levém uzlu je zamezeno všem posuvům a všem 
rotacím. Pro pravý uzel je definováno řízení pomocí konstantní amplitudy 𝜀𝑎 (posuv ve 
směru osy X zadán opět tabulkou) a konstantní amplitudy rotace v ose X (rotace kolem 
osy X zadána opět tabulkou). Výpočet byl opět připraven v makru, který je také v příloze 
na CD-ROM. Poté byl spuštěn výpočet. Vyhodnocení výsledků je ukázáno v následujících 



















Graf 21 – Simulace výsledků osového napětí na poměrné deformaci pro případ 
kombinace tah-tlak/krut. 










Graf 22 – Simulace závislosti ekvivalentního napětí na ekvivalentní deformaci 




















































 Pro tento případ bylo opět nadefinován stejný materiálový model jako u 
předchozích případů. Byl zde použit element LINK 180. Liší se zde okrajové podmínky 
modelu. V levém uzlu bylo zamezeno všem posuvům a rotacím, pravý uzel byl zachycen 
ve směru osy Y a osy Z. Následně pro pravý uzel bylo předepsáno řízení s konstantní 
amplitudou síly a proměnnou střední hodnotou ve třech blocích, což je typické pro 
ratcheting. V Grafu 23 je zobrazena výsledná závislost napětí na poměrné deformaci, lze 











Graf 23 – Simulace závislosti napětí na poměrné deformaci při řízení s konstantní 
amplitudou síly – ratcheting z programu ANSYS APDL. 
V Grafu 24 je uvedena závislost poměrné deformace na počtu cyklů, aby bylo lépe 















































































7 Srovnání výsledků MKP a experimentu 
V této kapitole bude ukázáno srovnání všech naměřených výsledků z experimentů 
spolu s výsledky, vypočítanými v programu ANSYS APDL. 
 
7.1 Tah/tlak 
V Grafu 25 je srovnání hysterezních smyček experimentálního měření s MKP pro 
cyklické jednoosé zatěžování. Modrou barvou jsou vyhodnoceny výsledky 










Graf 25 – Srovnání hysterezních smyček vzorků pro tah-tlak z experimentálního měření 
a simulací pomocí MKP. 
Při srovnání výsledků experimentálního měření a výsledků vyhodnocených pomocí MKP 
lze očekávat, že vzorek s konstantní amplitudou deformace 1 %, sedí výsledky úplně 
nejlépe. Celý výpočet se totiž ladil k tomuto vzorku, zde je odchylka od experimentálního 
řešení zanedbatelná. Největší chyba je očekávána u vzorku s nejnižší amplitudou 
deformace. Zde odchylka maximálního a minimálního napětí, vyhodnoceného pomocí 
metody konečných prvků, od experimentálního řešení je necelých 6 %. Tato odchylka je 
samozřejmě zapříčiněna laděním modelu na vzorek s největší amplitudou deformace. 

























cyklické deformační křivky, červená je cyklická deformační křivka experimentů, šedá je 









Graf 26 – Cyklické deformační křivky pro tah-tlak vyhodnocené z experimentů a pomocí 
MKP. 
7.2 Krut 
 V Grafu 27 je ukázáno srovnání hysterezních smyček naměřených 
experimentálně a pomocí MKP při zatěžování krutem. Modrá čára zobrazuje 
vyhodnocení výsledků z experimentálního měření. Přerušovaná červená čára ukazuje 

















































Graf 27 – Zobrazení srovnání výsledků hysterezních smyček vzorků pro krut 
z experimentálního měření a simulací MKP. 
Lze očekávat, že výsledky nebudou zcela přesné, kvůli definování materiálového modelu, 
který se ladil na hysterezní smyčku s rozkmitem deformace 1 %. I tak ale odchylky napětí 
nejsou veliké, u smyčky s nižším rozkmitem deformace je odchylka 3 %, u druhé smyčky 
je to velmi podobné, odchylka zde činí necelé 3 %. V Grafu 28 je srovnání cyklických 
deformačních křivek. Modrá křivka reprezentuje vyhodnocené výsledky 
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7.3 Kombinace tahu/tlaku a krutu 
 V Grafu 29 a jsou vyobrazeny a srovnány závislosti osového napětí na osové 
deformaci. Modrá čára je vyhodnocení výsledku experimentu, přerušovaná červená čára 









Graf 29 – Srovnání vyhodnocení experimentů a simulace z programu ANSYS APDL. 
Lze vidět, že výsledky nejsou zcela přesné, z důvodu nadefinování a nastavení 
materiálového modelu pro jiný případ zatěžování na jeden vzorek s rozkmitem 
deformace 1 %. Těžko tedy postihnout jiné způsoby zatěžování a ostatní vzorky, aniž by 
nebyly nepřesnosti a odchylky ve výpočtech. Nicméně maximální a minimální napětí 
zjištěné experimentálním měřením se od vyhodnoceného výpočtu pomocí MKP liší 













































Graf 30 – Srovnání vyhodnocení experimentů a programu ANSYS APDL. 
Zde jsou již výsledky zatíženy větší chybou, z důvodu materiálového modelu, který je 
naladěn pro jiné zatěžování. Hodnoty maximálního a minimálního napětí zjištěného 
experimentálně a pomocí MKP se liší kolem 3 %. 
7.4 Ratcheting 











































Lze vidět, že uvažovaný Chabocheův model s kombinací s nelineárním izotropním 
zpevněním velmi dobře popisuje první blok při první hodnotě středního napětí 
























 Cílem této práce bylo vyhodnocení napěťově-deformačních charakteristik 
nerezové oceli 316L získaných při proporcionálním namáhání a vytvoření maker pro další 
výpočty pomocí metody konečných prvků, použitelných v programu ANSYS APDL. 
 Na úvod byla uvedena problematika cyklické plasticity, byly zde vysvětleny 
základní pojmy, jako je např. hysterezní smyčka, Bauschingerův efekt, cyklická 
deformační křivka. Poté byla popsána inkrementální teorie plasticity, do níž patří 
zejména aditivní zákon, podmínka plasticity, pravidlo tečení, kritéria zatěžování a 
pravidlo zpevnění. Na této bázi byly vysvětleny tři druhy zpevnění, a to izotropní, 
kinematické a kombinované zpevnění. Byly zde podrobněji popsány kinematické modely 
zpevnění, jako jsou Armstrong-Fredericův model zpevnění a Chabocheův model 
zpevnění. Poté byla podrobněji rozebrána kalibrace obou modelů zpevnění.  
 Další kapitola se zabývala vyhodnocování experimentálních měření. Je zde 
podrobně popsáno vyhodnocování experimentů, pro různé druhy namáhání (cyklické 
jednoosé, víceosé).  
  V následující části byly určeny materiálové konstanty, důležité pro zadání 
materiálového modelu do programu ANSYS APDL. Tyto konstanty byly určeny pomocí 
nelineární metody nejmenších čtverců z hysterezní smyčky vzorku s amplitudou 
deformace 1 %, která byla převedena na závislost skutečné napětí –logaritmická 
plastická deformace. 
 V další kapitole je popsán výpočet metodou konečných prvků, který byl řešen 
v programu ANSYS APDL. Nejprve bylo nutné nadefinovat materiálový model, který se 
pro všechny výpočty ladil na vzorek řízení s konstantní amplitudou deformace 1 %, 
namáhaný cyklicky na tah-tlak. Poté bylo nutné zvolit patřičný typ elementu (LINK180, 
PIPE288), jeho volba záležela na typu namáhání. Následně byly definovány okrajové 
podmínky. V této kapitole jsou také vyhodnoceny výsledné závislosti, vypočtené pomocí 
metody konečných prvků. Jsou také vytvořena funkční makra, pro všechny uvažované 
typy namáhání, která jsou k dispozici v příloze na CD-ROM.  
 Poslední kapitola se zabývala srovnáním naměřených a vyhodnocených výsledků 
z experimentálního měření spolu s výsledky, vypočtenými pomocí metody konečných 
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prvků. Pro jednoosé cyklické namáhání zkoušky s řízenou amplitudou deformace jsou 
srovnány čtyři vzorky. U vzorku s amplitudou deformace 1 % se numerické řešení oproti 
experimentálnímu prakticky neliší, protože všechny modely byly laděny právě na tento 
vzorek. U ostatních vzorků již odchylky nastávají, avšak výsledky jsou docela přesné. 
Maximální odchylka je zde vypočtena necelých 6 % u vzorku s nejnižší amplitudou 
deformace. Pro namáhání krutem jsou výsledky též velmi příznivé. Porovnávány zde byly 
dva vzorky, numerické řešení se od experimentálního řešení liší o necelé 3 %. Pro 
kombinované namáhání tah-tlak/krut se výsledek liší o trochu více, hlavně z hlediska 
tvaru křivky, ovšem pro hodnotu maximálního a minimálního napětí jsou výsledky opět 
poměrně přesné, odchylka činí pouze 3 % a to jak u závislosti osové napětí – osová 
deformace, tak i ekvivalentní napětí – ekvivalentní deformace, přepočtené pro torzní 
osu. Posledním experimentem srovnávaný s výpočtem MKP je vzorek, namáhaný na tah-
tlak, ovšem s konstantní amplitudou síly. Dochází zde k ratchetingu, konkrétně ve 3 
blocích (50 cyklů, 25 cyklů a 25 cyklů). V prvním bloku jsou výsledky MKP oproti 
experimentálnímu měření velmi přesné. Akumulace plastické deformace je uvažovaným 
kombinovaným modelem zpevnění velmi dobře popsána. U dalších dvou bloků již 
dochází k větší odchylce, tudíž lze říci, že se model zahrnutý v programu ANSYS spíše pro 
popis ratchetingu při namáhání s proměnlivou střední hodnotou napětí nehodí. 
 Lze vidět, že popis napěťově-deformačního chování nerezové oceli 316L pomocí 
modelů cyklické plasticity není vůbec snadné. Obecně řečeno se výsledky predikce nikdy 
nebudou shodovat s experimentem zcela přesně, avšak lze v numerickém řešení cyklické 
plasticity nalézt vhodné materiálové modely a konstanty k nim příslušející, aby odchylky 
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